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Durée : 5 heures
Toutes séries réunies

SESSION 2006 CLASSES DE PREMIERES

MATHEMATIQUES

Le sujet comporte deux problemes obligatoires. Il s era tenu compte dans I'appréciation
des copies de la présentation, de la clarté, de la rigueur et de la concision des
démonstrations.

EXERCICE 1 (4,5 points)

P est un polyndme non nul, de degré mif’), défini surR par : P(x) = ax” + a1 X"+ ... + ax + a,
avec g # 0.
Soit Q le polyndme défini siR par : Q(x) = P(x) P(x+2) + P{x
1) Montrer que si@# -1 alors Q(X) est de degré 2n (0,5 pt).
2) On suppose dans la suite que P(x) vérifie la péopR : P(x) P(x+2) + P& = 0,0 x O R.
On se propose de montrer que si P(x) admet uneeragialors a = 1.
On suppose que P(x) admis une racine a, c'eseayde P(a) = 0.

a) Montrer que 3 & sont des racines de P(x). En déduire q%ke au k[0 N, est une racine de

P(x). 01 point = (0,25 + 0,25 + 0,5)
b) Déduire de ce qui précede quélsil# 1 alors P(x) a une infinité de racines. (0,5 pt).
c) En déduire quélal=1. (1 pt).
d) Montrer que (a — 2)est une racine de P(x) en utilisant (R). (0,5 pt).
e) Déduire de d) etde c)quea=1. (1 pt).
EXERCICE 2 (9,5 points)

ABC est un triangle du plan euclidien.

Un triangle P Q R sera dit inscrit dans le trianglB C si les points P, Q et R sont respectivenséngs
sur les segments [BC], [CA], [AB] et sont distindiss extrémités de ces segments ; un tel trianQeRP
inscrit dans le triangle A B C sera qualifié deieévsi les droites (AP), (BQ) et (CR) sont concotea.
A un triangle P Q R inscrit dans le triangle A Bdd, associe les six nombres réelsy, Us, V1, V2 €tvs,
strictement positifs, définis par les relationsvantes.

@ = Hlﬁ;ﬁ :V]_B_C;?Q = l,lzC—A;Q_A :Vza
AR =p3AB  RB = V;AB

1) a) Calculer en fonction de;jet dev, le rapport de I'aire du triangle A R Q a I'aire tliangle A B C

(1 pt).
b) Montrer que le rapport de l'aire du triangle ARRQ@ l'aire du triangle AB C (1 pt)
est:r=1-gvy— [ Vs-HU2 V1.
c) Montrer que : p+v; = 1 pour il {1, 2, 3}. (0,75 pt)
d) En déduire que r =iz k3 + V1 V2 V3. (1 pt)
2) On suppose gue P Q R est Cévien. On appelle Mite gintersection des droites (AP), (BQ) et

(CR).

a) Déterminer les rapports 2,5 points = ( 0,5+ 0,5+0,5+ 0,5+ 0,5)
Aire(ABP)  Aire(MBP)  Aire(AMB)  Aire (AMC) ot Aire (BMC)
Aire(APC) ' Aire(MPC)’  Aire (AMC) ' Aire (CMB) Aire (BMA)
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b) En déduire que iz U3 -V1V2v3=0; (1 pt)

3) a) Montrer que le triangle P Q R, cévien, est d'araximale, si et seulement Sijp Pz V1 V2 V3

est maximale. (1 pt)
1
b) Montrer que & 2 (0,5 pt)
c) En déduire qu’il existe un triangle cévien intsdans le triangle A B C d’aire maximale.
(0,75 pt
EXERCICE 3 ( 5 points)

Soit f une fonction définie suR, continue et vérifiant la relation (1) suivante :
Q) : f (x+y) + f (x-y) = 2 f(x). f(y), quels que soier et y appartenant®.

1) Deéterminer les fonctions constantes vérifiant (. suppose, dans la suite, que f est différente de
ces fonctions. (0,5 pt)

2) Déterminer f(0). Etudier la parité de f . 1 point = ( 0,25 +0,75)

Le Plan est muni d’'un repere orthonormalf((j))
3) On suppose que f admet une raane

a) Montrer que | €, 0) est un centre de symétrie de la courbe de f. (0,5 pt)
b) En déduire quedtest une période de f. (0,5 pt)
c) Montrer que f (&) = 1. (0,5 pt)
d) Montrer que si b est une période alors f (b) = 1. (0,5 pt)

L . L . b b -
e) Réciproguement, soit b une période de f etudq%r)fet montrer que S'jz- n’'est pas une peériode

de f, ona:fg):o. (0,5 pt)

4) Soit R I'ensemble des racines positives de f. Nmdrmettons que R admet un plus petit élément
note a.
On rappelle aussi que toute fonction continue suriniervalle qui change de signe sur cet
intervalle s’annule sur cet intervalle.
Montrer alors quélx I [0, a[ , f(x) > 0. (0,5 pt)

5) Donner deux exemples de fonctions définiessweérifiant (1). 0,5 point =( 0,25 + 0,2p

Présentation, clarté et précision ( 1 point)



CORRIGE

EXERCICE 1

Soit P de degré n

1) A, X" est le terme de plus haut degré
Le terme de plus haut degré de Q est-(a?) x*"
Q estde degré 2 nsja-1.

2) OnaP(a)=0
(R)= P(a) P(a+2) + Pta=0
= P& =0
donc & est racine de P
on a aussi P taP(@+2) + P(&) =0
donc P(3 =0
Par conséquent ast racine de P.

3) Plus généralement, sif§ k O N est racine de P
Sila] =1 ona=0 @A=10u @ =0kON
Poura=1 on a une seule racine 1
Poura=0 on a une seule racine 0
Poura=-1 ona2racines-letl
Donc pour|a| # 1 eta# 0 P admet une infinité de racines donc P = 0.

4) |a] =10na=0
Prenonsx=a -2 dans ( R), onaP (a-2)PfRja-2))=0
Donc P((a-2) = 0
Ainsi (a — 2§ est racine de P
Donc(a—-2)=0 on(a-2r1

Poura-2=0 ona a=2I@{ =1oua=0)

Poura-2=1 ona a=3inp

Poura—-2=-1 ona a=1etcestldeseacine de P.
EXERCICE 2

1) Aire (ARQ) :% Ar. AQ sin A

= Ug V2 Aire (ABC).

De méme Aire (BPR) =3 Aire (ABC)

Aire (CPQ) = pv; Aire (ABC)
Or Aire (ABC) — Aire (PQR) = Aire (ARQ) + Aire (BPR+ Aire CR)

= (W V2 + p V3 + 2 V1) Aire (ABC)

soit Aire (PQR) = (1-(pv2 + pp V3 + 2 V1) Aire (ABC)
le rapport de Aire (PQR) = aire (ABC) est 1 s (4 + |y V3 + 2 V1)
la relation de Charles donnegtuv = 100 <i< 3.



Donc 1 — (V2 + Vs + to V1) =1 — (b (1-1) + P (1-pg) + e (1-ph))
=l-p—puHo— M3t uHst 2
=(1-W) Q@ —p) T—1) + o Ho s
=V1V2V3+ g U2 M3
=HdH2H3+V1V2V3

2)

ABP et APC sont deux triangles ayant méme haugsueide A : donc
Aire(ABP) _ BP _ 1y
Aire(APC) ~ PC  ug
Aire(MBP) _ BP _HM
Aire(MPC) PC ug
or Aire (AMB) = Aire (ABP) — Aire (MBP)
Aire (AMC) = Aire (APC) — aire (MCP)

M aire (apc)  HL Aire (MPC)
1 vy

de mém

donc Aire(AMB) v _
Aire(AMC) Aire (APc) Aire (MPC) g
Aire (AMC Aire (BM
de mém ire ( ) _ M3 ire (BMc) _ Hp2

“Aire--(CMB) _ vz Aire (BMA) vy

ot M1 Mo U3 _ Aire (AMB) x Aire (BMC) x Aire (AMC) _
V] V2 V3 Aire (AMC) x Aire (BMA) x Aire (CMB)

ainsi |y Uz U3 =V1Vova.

1

3) D’apres 1) et 2), il s’agit de déterminer le manSde [v,us+Vi1Vvs tel que oz = Vivavs.
etd1<i<3pi+vi=1.
pi=0.
Ona:S=pp s+ (1-p) (1-1e) 1-po)
=1-pl-g- ps+ Papo+ polis+ Hspla.

1 . , 11 .
Posons pi =§ +ti (tid]- o E[ cos uill]o, 1]

DoncS—lltlt1
I e

1 1 1 1 1 1
t3+(§+t1)(§ +t2)+(§ +t2)(§ +te)+(§ +T3)(§ + 1)
1
:Z +thib+bhtz+ 31
avec —4ita ts =t + & + g (MaHops = (1-ph) (1-p) (1-1s)

. 1
comme | ti | < 5 alors41it, #-1.

'[1+t2

doncgz-m



] to (t1 +to) ttp+to

1+4t1to  1+41t1to

4t12t22 t22 t12 t1to
1+4t1to

_ 2+t 2L2) +t2(1 t2)

1+t1to

dou S =

+
—
=
—
N

+

Ak, DN, BNR

1 . : 1
or 1 —2tf>0 donc & Z maximum atteint pour t1 = t2 = t3 = 0 soit uléz.
Le triangle cévien d’aire max est donc le triangkédian (dont les sommets sont les milieux des

. . 1 .
cOtés) et son aire son egale—zde Aire (ABC)

Onaf (x + 2c) = -f(x) donc f(2c) = -f(0) = -1 ’g¥=1
Soit b une période de f; d'ou f(b) =1

Etudions fg)

b b b
DXD[R,f(x+§)+f(x-§):2f(x)f(§)

b b
or b étant une période, on a f(x—2+) =f(x - E)

donc f(x +g) = f(x - g) = f(x) . f(g)

pour x :g, onal="f(0)= [fg)]2

ce qui équivaut a %) =1ou f(g) =-1

.. b b L .
or si f(E) =1lon auraé une période de f ce qui est faux

b
Donc f(E) =-1
. b )
En choisissant x :Z dans la relation
b b b
f(x- E) = f(x) f(E) avec f(E) =-1

. b, b
On obtient f(z) =- f(4)
Or f est paire

b
Donc f(Z) =0

Supposons qu’il existe X0 [0,a] tel que f(x0x O
Si f(x0) = 0, x0 serait racine et a ne serait gastpe R
On peut donc supposer f(x0) < 0.



EXERCICE 3

1)

2)

3)

Soit k la valeur constante de f. On a donc 2k =Péi k =0ou k =1
On obtient ainsiI x O R, f(x) =0 oud x O R f(x) = 1

Supposons y = 0 dans (1)

OxOR 2f(x) = 2f(x) ; f(0) = Ox OR f(x) (f(0)-1) =0
puisque f est non identiqguement nulle, on aura=#(Q)
Supposons maintenant x = 0 dans (1)

Oy f(y) + f(-y) = 2 f(y) d’ou f(-y) = f(y)O y f est paire.

Soit ¢ tel que f(c ) = 0 (doncx0). En choisissant y = ¢ dans (1), on obtient
OxORf(x+c)+f(x-c)=0

ce qui signifie que la courbe de f est symétrierpppoprt au point I(c,0)
dans la relation f(x +c) + f(x-c) = 0, on prend

on aurdl x f(x+2c) + f(x) =0

on en déduit que f(x+4c) + f(x+2c) =0

Soit f(x+4c) = -f(x+2c) = f(x)

d’ou f(x+4c) = f(x)

donc 4c est une période de f

comme f(0) > 0, il existerad / 0 <a < x0 a ne serait pas alors le P P élément de R
Concl :OxO[0,a] f(x)>0



